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В рамках термодинамики поверхностных и межфазных границ получено уравнение зависимости 
линейного натяжения от  радиуса линии натяжения на  границе двумерных фаз, находящихся 
на  плоской поверхности и  разделенных искривленной линией. По  полученному соотношению 
были проведены расчеты и построена искомая зависимость в безразмерных координатах ( ∞τ τ/ , 

τδ/r ), которая носит универсальный характер и  не зависит от  конкретной природы двумерных 
фаз. Полученная кривая также универсальна по типу двумерной границы раздела (жидкость–пар, 
твердое тело–пар, твердое тело–жидкость, твердое тело–твердое тело). Проведено сравнение 
с решением аналогичной задачи нахождения размерной зависимости поверхностного натяжения 
от размера наночастиц σ(r) для случаев положительной и отрицательной кривизны, рассмотренных 
авторами ранее.
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ВВЕДЕНИЕ
Линейное натяжение является фундаменталь-

ным понятием термодинамики поверхностных 
и  межфазных явлений. Оно играет важную роль 
для описания механического равновесия, при 
изучении фазовых превращений в тонких пленках 
и трехфазных системах, а также в теории двумер-
ных зародышей новых фаз. Его изучению уделяют 
достаточно большое внимание (например, [1–8]). 

Так, в  [1] достаточно подробно рассмотрены 
и  систематизированы теоретические и  экспери-
ментальные исследования в  области линейного 
натяжения в  термодинамике тонких жидких 
пленок и  трехфазных систем. Все исследования, 
посвященные линейному натяжению, можно 
разделить на две группы. К первой группе отно-
сятся работы, в которых использован подход Де-
рягина, основанный на методе Гиббса. Согласно 
этому подходу, термодинамической моделью 
тонкой жидкой пленки является разделяющая 

поверхность Гиббса, относительно которой 
рассчитывают избытки соответствующих термо-
динамических величин. Второй подход, который 
использует представление о  пленке как о  слое 
конечной толщины, ограниченной двумя разде-
ляющими поверхностями, предложен и  развит 
А.И. Русановым (например, [2, 3]). 

В настоящее время получили развитие иссле-
дования, посвященные изучению зависимости 
линейного натяжения от  размера нанопузырьков 
и нанокапель. Так, в [4] рассмотрена малая капля 
с  учетом линейного натяжения на  трехфазной 
границе в  условиях термодинамического и  меха-
нического равновесия. Авторы показали, что абсо-
лютное значение линейного натяжения увеличива-
ется с уменьшением размера капли и краевого угла 
смачивания. В работе сделан вывод, что линейное 
натяжение является отрицательной величиной. 

Однако сегодня появляются работы, в которых 
показано, что знак линейного натяжения может 
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быть и  положительным. В  [5] с  помощью упро-
щенной модели поверхностного нанопузырька, 
образованного на  гидрофильной подложке, 
было рассчитано линейное натяжение в  области 
границы трех фаз. Было показано, что положи-
тельный знак линейного натяжения τ с  ростом 
макроскопического контактного угла ϕ меняется 
на  отрицательный. Это указывает на  существен-
ную роль линейного натяжения в  обеспечении 
стабильности поверхностного нанопузырька. 
Похожее явление  — смена знака линейного на-
тяжения  — также было обнаружено с  помощью 
численного моделирования и подтверждено экс-
периментально для сидячих нанокапель [6]. 

Стоит отметить, что линейное натяжение 
способно существенно влиять на  процессы рас-
текания малых капель. В  [7] результаты оценок 
влияния линейного натяжения периметра сма-
чивания методом термодинамической теории 
возмущений использовали для теоретического 
исследования его влияния на  растекание капель 
жидкости по  твердой поверхности. Авторы по-
казали, что линейное натяжение может давать 
заметный вклад в  движущую силу растекания 
сферических и  цилиндрических микрокапель. 
Причем этот процесс выражен сильнее для сфери-
ческих микрокапель по сравнению с цилиндриче-
скими. Похожий результат был получен в [8], где 
также отмечено влияние линейного натяжения 
на краевой угол смачивания поверхности подлож-
ки малой капли. 

В настоящей работе была предпринята попыт-
ка получения уравнения зависимости линейного 
натяжения от радиуса линии натяжения на грани-
це двумерных фаз. Реальной термодинамической 
системой в рассматриваемом случае могут являть-
ся пленки Ленгмюра–Блоджетт и межфазные си-
стемы в них. Ленгмюровские пленки, или пленки 
Ленгмюра–Блоджетт, представляют собой стопки 
мономолекулярных слоев поверхностно-актив-
ных веществ, перенесенных с  водной поверхно-
сти на  твердую подложку. Эти пленки являются 
квазидвумерными, частично упорядоченными 
структурами. Будучи одной из  разновидностей 
наноматериалов, они обладают уникальными 
электрическими, магнитными, оптическими 
и другими свойствами. В настоящее время доста-
точно много научных работ, посвященных теоре-
тическому изучению и практическому получению 
таких пленок (например, [9–14]). 

Так, в  [12] использовали метод измерения 
межфазного линейного натяжения в  пленках 
Ленгмюра, квазидвумерных поверхностных слоях 
полимеров, липидов или жидких кристаллов, ко-
торые существуют на границах раздела газ–жид-

кость и  жидкость–жидкость. Авторы сравнили 
результаты эксперимента по нахождению линей-
ного натяжения с численными расчетами, прове-
денными с использованием модели эксперимен-
тально наблюдаемой динамики релаксации двух 
жидких фаз в пленке Ленгмюра (гидродинамиче-
ская модель), которую разработали ранее [13]. 

В [14] была разработана экспериментальная 
методика определения линейного натяжения 
в монослоях на границе раздела двух жидких фаз. 
Было найдено линейное натяжение в  бинарных 
смесях различных липидов. Авторы сделали вы-
вод, что кривизна границ раздела фаз является 
важным параметром, который вносит существен-
ный вклад в величину линейного натяжения. Ис-
следования в  области разработки теоретических 
и экспериментальных алгоритмов расчета линей-
ного натяжения на двумерных границах активно 
продолжаются.

ВЫВОД УРАВНЕНИЯ ЗАВИСИМОСТИ 
ЛИНЕЙНОГО НАТЯЖЕНИЯ ОТ РАДИУСА 

ЛИНИИ НАТЯЖЕНИЯ НА ГРАНИЦЕ 
ДВУМЕРНЫХ ФАЗ

Общее определение линейного натяжения, 
как отмечает А.И. Русанов [15], строится по тому 
же принципу, что и  нахождение поверхностного 
натяжения. Рассмотрим двумерные фазы α и  β, 
находящиеся на плоской поверхности и разделен-
ные линией, являющейся окружностью с  радиу-
сом r. При этом фаза α внутренняя. 

Тогда можно записать выражение:

	 ( ) ( )β α τ τ σ − σ = +  

*d
dr r

,	 (1)

где τ — линейное натяжение, ( )ασ  и  ( )βσ  — поверх-
ностное натяжение соответствующих фаз α и  β. 
Соотношение (1) является аналогом уравнения 
Кондо для двумерного случая [2], которое при 
равновесии объемных фаз α и β имеет вид:

	 ( ) ( )α β σ σ − = +  

* 2d
P P

dr r
,	 (2)

где P — давление, σ — поверхностное натяжение. 
Как известно, уравнение (2) описывает зависи-

мость поверхностного натяжения от радиуса и ха-
рактеризуется наличием единственного миниму-
ма, который определяется условием ( )σ =/ r 0d d  
и соответствует поверхности натяжения по Гибб-
су [15]. По аналогии с трехмерным случаем введем 
понятие линии натяжения, положение которой 
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определяется условием ( )τ =*/ 0d dr . Тогда будем 
иметь: 

	 ( ) ( )β α τσ − σ =
r

.	  (3)

Нетрудно заметить разницу в знаках в соотно-
шениях (1) и (2). Это связано с тем, что при усло-
вии постоянства внешнего давления имеют место 
соотношения ( ) ( )α ασ = −π  и  ( ) ( )β βσ = −π , где ( )απ  и 

( )βπ  — двумерные давления. Учитывая это, из  (1) 
и (3) получаем соотношение:

	 ( ) ( )α βτ τ  + = π − π  

*d
dr r

.	 (4)

Так как система находится в состоянии термо-
динамического равновесия, по  аналогии с  трех-
мерным случаем [2] можно записать условия 
равновесия в виде:

	
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

τ α τ α

τ ττ α α β
β β

τ = − + υ − υ −

− ω − ω − ω σ − ω σ ,

Ld s s dT dP

d d
 	 (5)

	
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

β α β α α α

β β

− − + υ − υ + ω σ −

− ω σ = 0,

s s dT dP d

d
	(6)

	 ( ) ( )β α τ τσ = σ + −
2

d
d d dr

r r
,	 (7)

где s — энтропия, ω — площадь, υ — объем соот-
ветствующих фаз, L  — длина, Т  — температура, 
r  — радиус линии натяжения. В соотношении (5) 
в последнем слагаемом ( ) ( )τ τ

βω = βω  — это площадь 
части линии разрыва, прилегающая к фазе (β), где 
β — молярный объем, усредненный по линии на-
тяжения. Во всех соотношениях верхний индекс 
(τ) относится к линии натяжения. 

При условиях = constT  и  = constP , исключая 
из  (5)–(7) поверхностное натяжение ( )ασ  и  ( )βσ , 
имеем:

	 τ τ  =    + ∆ 
, 1 �T P

d
dr L

r
L

,	 (8)

где 

	
( )( )β

ωβωτ − ρ ω
∆ =L

r
, 	  (9)

	
( ) ( )

( ) ( )

τ α

ω β α
ω − ωρ =
ω − ω

. 	  (10)

При решении подобной задачи о размерной за-
висимости поверхностного натяжения σ(r) многие 
авторы, в  том числе и  мы, достаточно успешно 
применяли подход, связанный с  введением пара-
метра Толмена δ, который является расстоянием 
между двумя разделяющими поверхностями — эк-
вимолекулярной разделяющей поверхностью er  
и поверхностью натяжения r (например, [16–20]). 
Введем аналог этого параметра для двумерного 
случая в виде τδ = −er r , получим:

	
( )

( ) ( )

β
τ τ

ω τ τ

δ δω  β = ρ + +  ω ω
1

1
2

L
r

.	 (11)

Из (8) и (11) с учетом (9) и (10) запишем выра-
жение в виде:

	
τ τ

τ = −
τ + δ + δ2 21

2

d dr rdr
r

r r
. 	  (12)

При больших радиусах линии натяжения r, 
когда можно пренебречь вторым слагаемым в вы-
ражении (12), запишем:

	 τ = K r , 	 (13)

где τK  — постоянная интегрирования, названная 
параметром Русанова [21]. 

Соотношение (13) было обосновано и  по-
лучено А.И.  Русановым в  [2]. Из него следует 
существование при малых значениях r линейного 
участка на  зависимости линейного натяжения 
от радиуса линии натяжения. Наличие такого же 
линейного участка на зависимости σ(r) отмечено 
в работах профессора Самсонова (например, [22, 
23]). При больших радиусах кривизны, когда 
можно пренебречь последним слагаемым в  зна-
менателе второго члена в  (12), получаем аналог 
уравнения Толмена для двумерного случая в виде: 

	 ∞

τ

ττ = δ+1
r

, 	 (14)

где ∞τ   — линейное натяжение на  границе двух 
двумерных фаз, находящихся на плоской поверх-
ности и разделенных прямой линией (r = ∞). 

После интегрирования дифференциального 
уравнения (12) получаем для искомой размерной 
зависимости линейного натяжения от  радиуса 
линии натяжения следующее соотношение:
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	 τ
∞

τ τ

  +  δ  τ = τ
 + δ + δ  

1
22 2

exp 1

1
2

r
r arctg

A

r r

,	 (15)

где A = 0.208. 

РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ И ВЫВОДЫ
Результаты расчетов с  использованием полу-

ченного соотношения (15) в безразмерных коор-
динатах ∞τ τ/  и  ττ δ/  представлены на рис. 1. Из (15) 
следует, что с уменьшением радиуса линии натя-
жения r линейное натяжение монотонно умень-
шается и при r → 0 достигает нулевого значения 
( )τ → 0 . В  выражении (15) для τ от  специфики 
рассматриваемых двумерных фаз зависят значе-
ния ∞τ  и  τδ . Поэтому кривая в безразмерных коор-
динатах ∞τ τ( / , ττ δ/ ) носит универсальный харак-
тер и не зависит от природы двумерных фаз α и β. 
Эта кривая универсальна и  по типу двумерной 
границы раздела (жидкость–пар, твердое тело–
пар, твердое тело–жидкость, твердое тело–
твердое тело), так как при выводе уравнения (15) 
не  вводили какие-либо специальные ограниче-
ния. Отметим, что кривая зависимости ∞τ τ/  от 

ττ δ/  подходит асимптотически к  единице (или 
( )τ r  стремится к  ∞τ ).

Проводя анализ полученного уравнения для 
размерной зависимости линейного натяжения 
на  границе двумерных фаз, можно заметить не-
кую схожесть с  выражением, полученным в  [24] 

для поверхностного натяжения цилиндрической 
поверхности. Данный факт может говорить 
о том, что формулу (15) можно применять, когда 
разделяющая поверхность цилиндрическая, хотя 
изначально оно было получено для двумерных 
фаз, разделенных линией, являющейся окружно-
стью. Однако такой вывод требует специального 
рассмотрения и доказательств, которые не прово-
дили в настоящей работе.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В заключение хочется отметить, что в трехмер-

ном случае для размерной зависимости поверх-
ностного натяжения ( )σ r  в  однокомпонентной 
системе с положительной кривизной имеет место 
соотношение, которое было получено в  [25] для 
сферических наночастиц:

∞σ = σ ×

  +  ∞  ×
+ δ + δ + δ0.4424 2 2 0.2788

exp 1.6439arctg 1.217 � �0.8774

,
( � �0.5575 ) ( � 1� .4425 � 1� .1958 )

A r

r

r r r

 (16)

где A = 0.0756, δ — параметр Толмена.
В случае, когда плоская поверхность между фа-

зами искривляется в  другую сторону, уравнение 
размерной зависимости ( )σ r  имеет иной вид, что 
было показано в [26]. Отметим, что из дифферен-
циального уравнения, полученного в [25],

	 σ = −
σ + + +

2

3 2�2 � �2 � �2 / 3

d dx x dx
x x x x

, 	 (17)

где = δ/x r , при пренебрежении последним слага-
емым в знаменателе второго члена следует выра-
жение для размерной зависимости поверхностно-
го натяжения в  трехмерном случае, по  виду 
близкое к соотношению (16).
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Size Dependence of Linear Tension at a Curved Two-Dimensional Phase Boundary

М. А. Shebzukhova1, *, K. Ch. Bzhikhatlov1, **

1Kabardino-Balkarian State University named after Kh.M. Berbekov, Nalchik, 360004 Russia
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In the framework of thermodynamics of surface and interphase boundaries, an equation is obtained for the 
dependence of linear tension on the radius of the tension line at the boundary of two-dimensional phases 
located on a flat surface and separated by a curved line. According to the obtained relationship, calculations 
have been carried out and the required dependence has been constructed in dimensionless coordinates  
( ∞τ τ/ , τδ/r ), which is of a universal nature and does not depend on the specific nature of two-dimensional 
phases. The obtained curve is also of a universal nature according to the type of two-dimensional interface 
(liquid–vapor, solid–vapor, solid–liquid, solid–solid). In this work, a comparison is made with the 
solution of a similar problem of finding the dimensional dependence of surface tension on the nanoparticle 
size σ(r) for the cases of positive and negative curvature considered by the authors earlier.

Keywords: interphase boundary, linear tension, surface tension, size dependence, two-dimensional phases.
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